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#01 — Topologie, metrika

23. zdri 2026

1 Topologické vlastnosti

Definice (Dulezité topologické pojmy).
Necht (X,d) je metricky prostor, A C X a z € X. Ozna¢me U(z,r) := {y € X : d(z,y) < r} okoli

bodu x o poloméru r.
o A C X je otevrend, jestlize existuje r > 0 tak, ze U(z,r) C A.
o A C X je uzavrend, jestlize X \ A je oteviena.
o x patii do uzdvéru A, jestlize pro kazdé r > 0 plati U(z,r) N A # ().

oz je hranicni bod A, jestlize pro kazdé r > 0 plati zaroven U(z,r)NA # Qa U(x,r)N(X\A) # 0.
Piseme x € 0A.

o Aje hustd v X, jestlize A= X <= Vo€ X Ia,) CA: a, — .

Uzite¢na fakta — dokazte si (alespon v R) ;-).
1. Ajeuzaviend <= A=A < (ap) CA: ap > a = a€ A.
2. Konecny prunik otevienych mnozin je oteviend mnozina.
3. Libovolné sjednoceni otevienych mnozin je oteviena mnozina.
4. Konecné sjednoceni uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

5. Libovolny prunik uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

Uloha 1. Pro néasledujici mnoziny uréete A, 0A. Rozhodnéte téz, zda je mnozina oteviend, uzaviena,

pripadné husta.

1. A=(0,1]vR 6. A={(z,y) €eR?:2>0, y <0}

2. A=[0,1]U{2} vR 7. A= {(z,y) eR%: 22 + 9?2 < 1}

3. A={l:neN}vR 8. A= {(x,y) e R?:y =2z}

4. A=QvR 9. A=QxQvR?

5. A={(z,y) €eR?: 2 >0, y <0} 10. A= {(z,sinl):2€(0,1]} vR* (t&2s0)
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2 Metricky prostor

Definice (Metrika).
Necht X je neprazdna mnozina. Zobrazeni d: X x X — R se nazyva metrika, jestlize pro vSechna

x,y,z € X plati

1. d(z,y) >0 ad(x,y) =0 < x =y, (nezdpornost a totoinost)
2. d(z,y) = d(y,x), (symetrie)
3. d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2). (trojihelnikovd nerovnost)

Uloha 2. Necht X = {a,b,c}. Zobrazeni d je zadéno tabulkou hodnot (d(zi,z;)), kde Fadky i sloupce

jsou v poradi a, b, c. Rozhodnéte, zda jde o metriku; pokud ne, urcete ktery axiom selhava.
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Uloha 3. Necht X = {a,b, ¢, e} a metrika d nabyvi pouze hodnot 1 a 2 (mimo diagonalu). Ukazte, Ze

pak je d metrika automaticky — nezavisle na tom, jak jsou hodnoty rozmistény.
Uloha 4. Rozhodnéte, zda jde o metriku. Pokud ne, uvedte ktery axiom selhavé a konkrétni protipiiklad.
1. X =R, dz,y)=z-y
2. X =R, d(z,y) = (z—y)?
3. X =R, d(z,y) = 2> —9?|
4. X =R, d(z,y) = |z — 2y|
5. X =R, d(z,y) = |arctanx — arctan y|

6. X =R% d((x1,11), (x2,92)) = |21 — 2]

0 m=mn
7. X=N, d(m,n)=

14 m}m m#n
8. X =C([0,1]), d(f,g9) = [f(0) — g(0)]
Uloha 5. Méjme posloupnost funkei f,, € C([0,1]), fn(z) = 2". Ukaite, ze
(a) v metrice dy (f,g) = Ji |f(x) — g(x)| dz plati f, 20,

(b) v metrice d(f, g) = supgepo 1) |f(®) — g(x)| nema posloupnost {f,} limitu.



Matematickd analyza 3 ZS 2026/2027

Nadefinujeme si
vzdalenost bodu.




