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#02 — o-algebra & mira

aktualizace — 26. zari 2026

1 o-algebra

Definice (Sigma algebra).
Necht A C exp(X). Systém mnozin A se nazyva o-algebra, pokud

1. X €A, (obsahuje cely prostor)
2. Ac A= X\Ac A, (uzavrenost na komplementy)
3. Aye A, keN = |, 4 € A (uzavrenost na spocetnd sjednocent)

Uloha 1. Uréete o(N), tedy nejmensi o-algebru obsahujici systém N. U koneénych pifpadi vypiste

vSechny prvky, u nekoneénych popiste systém slovy.

1. X ={a,b,c,d}, N ={{a}} 4. X =R, N={(-00,0)}
2. X ={1,2,3,4,5,6}, N ={{1,3,5}} 5. X=R, N={{z}:2€R}
3. X ={1,2,3,4,5,6}, N ={{1,2},{3,4}} 6. X =N, N={{2k}:keN}

Uloha 2. Uréete, zda jde o g-algebru v prostoru X.

—_

. A0, {a},{b},{a,b},{b,c,d},{a,c,d},{c,d},{a,b,c,d}}, kde X = {a,b,c,d}.

\]

. {0, X, A, A°} pro libovolné X a nékteré A C X.
3. {AC X : Anebo A° je konecna}
4. {(=o0,al, (a,b],(b,0),0,R | a,b € R libovolnd}, X = R.

Specialné. Pokud A = exp(X), pak jde vzdy trividlné o o-algebru. Pro¢ ji tedy nebrat vzdy? — A
by pak mohla byt moc velkd a nékteré mnoziny uvnitt ni tak moc bizarni, ze by nemusely jit danou

mirou zmérit.

Borelovska sigma algebra.

Borelovskou o-algebrou rozumime nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoziny.

Uloha 3. Ovéite, 7e nasledujici mnoziny patii do borelovské o-algebry na R.

1. [0,1] 3. N 5. Q4

2. [0,1) 4. R\Q 6. uzaviené mnoziny
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2 Mira

Definice (Mira).
Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Mnozinova funkce p: A — [0,00] se nazyva mira, pokud neni

identicky rovna oo a je o-aditivni, tedy

Ar € A, k € N, jsou po dvou disjunktni, pak (U Ak> = Z,u(Ak).
k=1 k=1

Uloha 4. Spoététe aritmetickou miru a Diracovu miru 63 mnozin A = {1,2,3} a B = {2,4}.
Uloha 5. Pro X mnozinu viech dnti v tydnu a aritmetickou miru p uréete p(X) a p({pondéli, utery}).
Uloha 6. Ovéite, 7e aritmetickd mira a Diracova mira spliiuji vlastnosti kladené na definici miry.

Uloha 7. Rozhodnéte, zda je zobrazeni p mirou na dané o-algebfe. Pokud ne, uvedte konkrétni proti-

priklad k porusSené vlastnosti.
0 A=10,

1. X libovolnd, A =exp X, p(A):=
1 A#0.

2. X =N, A=expN, pu(A):= 227"
neA

0 A konecna,
3. X =N, A=expN, pu(4):=

oo A nekonecéni.

1
4. X =N, A=expN, pu(A) ::Zﬁ
ncA

5. X =R, A=expR, u(A):=300(A)+ 21(A), kde 0, je Diracova mira

6. X libovolna, A =exp X, p(A):= oo pro kazdé A

Lebesgueova mira.
Pro Lebesgueovu miru X\ plati, ze intervaly jsou méfitelné mnoziny a ze zachovava jejich délku, tedy

A((a,b)) = b — a (pro uzavriené, polouzaviené, polooteviené a degenerované intervaly to plati také).

Uloha 8. Urcete Ay (dle dimenze prostoru) mfru mnoziny.

1. [0,1] 4. [0, 00) 7. ptimka v R?
2. (0,1) 5. {—} 8. Qx (R\Q) v R?
3. [2,6) 6. Q 9. krychle [0,2]3

3 Aplikace v teorii pravdépodobnosti

Uloha 9. Rozmyslete si, jak lze pomoci prostorit s mirou modelovat experiment hézeni kostkou. Jakou

roli zde hraje o-algebra?
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Uloha 10. Slo by na R definovat pravdépodobnostn{ miru pomoci integrace funkce? Jaké vlastnosti musi

takova funkce splnovat? Muzeme tak modelovat nékteré spojité nahodné experimenty?

Uloha 11. Predstavme si, ze hézime Sipky na ter¢ o poloméru R = 1. Pfedpoklddejme, 7e Sipka vidy

zasédhne ter¢ a pravdépodobnost zdsahu jakékoli oblasti je imérnd jejimu obsahu (Lebesgueové mife).
o Jakd je pravdépodobnost, Ze trefime presny stfed terce (bod [0,0])?

e Zmamena to, ze stfed terce je nemozné trefit?

2+3=09




