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#2 — Vyroky, dikazy

aktualizace: 28. zari 2026

1 Kvantifikatory a negace

¢

Uloha 1. Znegujte vyrok: ,Kazdy student v posluchdrné mé rad matematickou analyzu’
Uloha 2. Rozhodnéte o pravdivosti a vysvétlete rozdil:
(a) VieRIyeR: y>ux,

(b) IyeRVzeR: y>u.

2 Implikace, obména, obraceni
Uloha 3. Z vyroku ,KdyZ prsi, jsem mokry“ vyplyva:
(a) ,Kdyz jsem mokry, prsi‘
(b) ,,KdyZ nejsem mokry, neprsi.
(c) , KdyZ neprsi, nejsem mokry.
Uloha 4. Je pravdivy vyrok ,Vsichni moji jednorozci maji t¥i nohy“?

Uloha 5. (Wasonova tloha.) Na stole lezi ¢tyti karticky, kazdd mé na jedné strané pismeno a na druhé

Plati pravidlo: ,,Je-li na jedné strané samohldska, je na druhé strané sudé cislo.“ Které karticky musite

¢islici:

otocit, abyste pravidlo ovérili?

3 Primy diukaz, diikaz obménou, dikaz sporem

Uloha 6. Dokazte: je-li n € Z liché, je n? liché.

Uloha 7. Dokazte: je-li n? sudé, je n sudé.

Uloha 8. Dokazte, Ze neexistuje nejmensi kladné racionalni ¢slo.

Uloha 9. Dokazte, 7e v/2 ¢ Q.

Uloha 10. Dokazte, ze prvodisel je nekoneéné mnoho.

Uloha 11. Dokazte, Ze N nen{ v R shora omezena mnozina. (Ekvivalentné: supN v R neexistuje. )
Uloha 12. Dokazte, ze pro kazdé n € Z je ¢islo n? — n délitelné Sesti.

Uloha 13. Dokazte, ze mezi libovolnymi tfemi celymi &sly existuji dvé, jejichz soucet je sudy.
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4 Matematicka indukce

. 1
Uloha 14. Dokazte, ze 1 +2+ -+ +n = M

pro vsechna n € N.
Uloha 15. Dokaite, 7ze soucet prvnich n lichych &isel je n?, tj.

14345+ +(2n—1)=n
Najdéte kromé indukce i geometricky duvod.
Uloha 16. Dokaite, 7e kazdou &istku n > 8 (v celych korundch) lze zaplatit mincemi v hodnoté 3 a 5
Ke.
Uloha 17. Dokaite, 7e 2" > n? pro viechna n > 5.
Uloha 18 (Bernoulliho nerovnost). Dokazte, ze pro kazdé > —1 a kazdé n € N plati

(1+2)" > 1+ nz.

Uloha 19. Najdéte chybu v nésledujici tvaze.

Turzeni: Vsichni koné maji stejnou barvu.

»Dukaz“: Indukei podle poctu koni n ve stadé. Pro n = 1 trividlné. Krok: méjme n+1 koni. Vynechame
posledniho — prvnich n koni méa podle indukéniho predpokladu stejnou barvu. Vynechame prvniho —

zbylych n koni mé stejnou barvu. Obé skupiny se prekryvaji, takze vsech n 4+ 1 koni mé stejnou barvu.

Uloha 20. Dokazte, ze pro kazdé n € N plat
Zk = 6n(n+ 1)(2n +1).
k=1
Uloha 21. Dokaite, ze pro kazdé n € N plati
a 1
Z k= 1 n?(n+1)%
k=1
Uloha 22. Dokazte, ze pro kazdé n € N plat{
n
1
> k(k+1) = S+ 1)(n+2).
k=1

Uloha 23. Dokazte, ze pro kazdé n € N plat{

n

Z 1 _ n
£ (2k — 1)(2k +1) 2+ 1

Uloha 24. Dokazte, ze pro kazdé n > 0 plati

n
PPAEPIREE
k=0

Uloha 25. Odvodte vzorec pro soucet koneéné aritmetické posloupnosti: je-li ap = aj + (k —1)d, pak

- n(ai + an)
S = )
2
k=1
Uloha 26. Odvodte vzorec pro soucet koneéné geometrické posloupnosti
1 _ AN
sn=a+aqg+a®+---+ag" t=a 1_qq ,

Uloha 27 (Binomické véta). Dokaite, Ze pro viechna a,b € R an € N plati

(a+b)" = zn: (Z) a" k.

k=0

q# 1.

2
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5 Nerovnosti

Motivace.
Naprosta vétsina odhadt v analyze stoji na jediném faktu: druhd mocnina redlného cisla je nezdpornd.

Nasledujici ti dlohy jsou tentyz trik ve trech kostymech.

Uloha 28 (Youngova nerovnost). Dokazte, Ze pro véechna a,b € R plati

a? b2
b< — + —.
ab < 2+2

Uloha 29. Dokazte, ze pro viechna a,b € R plati
(a+b)? < 2(@2 + b2).
Kdy nastava rovnost?

Uloha 30 (AG nerovnost pro dvé é&sla). Dokazte, Ze pro a,b > 0 plati

b
Vab < 2 ha ;
2
a najdéte geometrickou interpretaci.
Uloha 31. (AG nerovnost obecné — naroénéjsi.) Dokazte, Ze pro ai,. .., a, > 0 plati

ap+az+---+ap
- .

Yaraz---ap, <

6 Klasické vzorce ze stredni skoly — tentokrat s dikazem

Uloha 32 (Kvadraticka formule). Odvodte vzorec: je-li a # 0 a ax? + bz + ¢ = 0, pak

—b+ Vb? —4dac
T19 = .
’ 2a

Uloha 33 (Sinova véta). Dokaite, ze v libovolném trojihelniku se stranami a, b, ¢ a protilehlymi dhly

«, 3,7 plati
a b c

sina_ sinfg siny’
7 Na odlehceni

Uloha 34. (Rytifi a lhaii.) Na ostrové mluvi rytfii vidy pravdu a lhafi vzdy lzou. Potkate obyvatele A
a B. Obyvatel A prohlasi: ,Oba jsme hdri.“ Kdo je kdo?

Uloha 35. Dokaite, ze v Praze ziji dva lidé se stejnym poctem vlast na hlaveé.



