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#3 — Supremum a infimum

aktualizace: 1. Tijna 2026

1 Pojmy

Definice (Omezenost).
Necht M C R. Rekneme, ze M je shora omezena, existuje-li K € R takové, ze x < K pro viechna x €
M. Kazdé takové K nazyvame horni zavorou mnoziny M. Analogicky definujeme zdola omezenou

mnozinu a dolni zavoru. Mnozina je omezena, je-li omezend shora i zdola.

Definice (Maximum a minimum).

Necht M C R. Cislo a € R nazveme maximem (nejvétsim prvkem) mnoziny M pravé tehdy, kdyz
l.ae M,
2. Vx € M plati z < a.

Znacime a = max M. Analogicky ¢islo b € R nazveme minimem (nejmensim prvkem) mnoziny M,

pokud b € M a x > b pro vSechna x € M. Znac¢ime b = min M.

Definice (Supremum).

Necht M C R. Cislo S € R* nazveme supremem mnoziny M pravé tehdy, kdyz
1. Vo € M plati x < 5, tj. ¢islo S omezuje M shora;
2. VS € R takové, ze S < S, existuje x € M, pro které plati x > S,
Znacime S = sup M.
Definice (Infimum).
Necht M C R. Cislo I € R* nazveme infimem mnoziny M pravé tehdy, kdyz
1. Vo € M plati z > I, tj. ¢islo I omezuje M zdola;
2. VI eR takové, ze I> I, existuje x € M, pro které plati z < I.

Znac¢ime I = inf M.

Slovy. R* = RU{—00, +00} je rozsitend redlnd osa. Podminka 1 11k, ze S je horni zavora; podminka
2, ze zadné mensi ¢islo uz horni zavorou neni. Supremum je tedy nejmensi horni zdvora — ,nejtésnéjsi

strop“ nad mnozinou. Maximum je naproti tomu nejvéetsi prvek — strop, ktery do mnoziny sam patii.

Axiom o supremu. Kazda nepriazdnd shora omezend mnozina M C R mé supremum, a to realné,

tj. sup M € R.

Tvrzeni¢ko (Maximum a supremum). Necht M C R. Mnozina M ma maximum, pravé kdyz

sup M € M.V takovém piipadé max M = sup M. Analogicky pro minimum a infimum.




Praktikum z matematické analyzy 1 ZS 2026/2027

Tvrzenicko (e-charakterizace). Necht M C R a S € R. Pak S = sup M, pravé kdyz
(i) # < S pro vSechna z € M,

(ii) pro kazdé € > 0 existuje xz € M takové, ze x > S — e.

Tvrzeni¢ko (Archimédova vlastnost). Ke kazdému ¢ > 0 existuje n € N takové, ze % < &

(Plyne z neomezenosti N, viz minuly list.)

Tvrzenicko (Hustota Q). Mezi kazdymi dvéma redlnymi ¢isly a < b lezi raciondlni ¢islo.

Srovnani.

lezi v M? existuje vzdy?

max M | ano (z definice) | ne, napt. pro M = (0,1)
sup M ne nutné ano, v R* (viz tlohy nize)

Maximum je ndrocnéjsi pojem: méa-li ho mnozina, mé i supremum a obé ¢isla splyvaji. Opacné to

neplati.

Pozor.
e ,Supremum je nejvétsi prvek® — neni: sup(0,1) =1 ¢ (0, 1).
o Ovéfit jen podminku 1 nestaci: éislo 7 je horni zévorou (0, 1), ale supremem neni.

e V podmince 2 se x voli az po S a smi na ném zaviset — poradi kvantifikdtort z minula.

o ,Nemd maximum*“ neznamend ,neni shora omezena“: viz opét (0, 1).

2 Kvantifikatory a omezenost
Uloha 1. Necht H C R. Vysvétlete, jaké vlastnosti mnoziny H popisuji vyroky:
(a) (Vo € R)(3y € H)(z <),
(b) (Ve e H)(3y € R)(z <y),
(c) (Vo€ H)(3y € H)(z <y),
(d) Gy eR)(Ve € H)(z <y),
(e) By € H)(Vz € H)(z <vy).
Najdéte mezi nimi dvé dvojice, v nichz je jeden vyrok negaci druhého.

Uloha 2. Zapiste pomoci kvantifikdtortt virok ,,S € R je supremem mnoziny M“ a znegujte jej. Slovy

popiste, jakymi dvéma zpusoby muze ¢islo S selhat.

3 Maximum versus supremum

Uloha 3. Najdéte takové mnoziny M C R, které
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(a) maji koneéné mnoho prvk, (g) maji minimum shodné s infimem,

(b) maji nekoneéné mnoho prvki,
(h) maji maximum shodné se supremem,
(¢) maji maximum i minimum,

(d) nemaji maximum, ale maj{ minimum, (i) jsou omezené a nemaji maximum ani mini-
mum,

(e) nemaji minimum, ale maji maximum,

(f) nemaji ani minimum, ani maximum, (j) maji sup M = inf M.

Uloha 4. Dokaite, Ze supremum je uréeno jednoznaéné: spliuji-li éisla Sp, So € R* obé definici suprema

mnoziny M, pak S1 = Ss.
Uloha 5. Rozmyslete si Turzenicko o mazimu a supremu:
(a) ma-li M maximum a, pak sup M = a;

(b) je-lisupM € M, pak M ma maximum a max M = sup M.

4 Vypocet suprema a infima z definice

Uloha 6. Dopliite nésledujici tabulku.

M sup M inf M max M min M
[0,1)

(0,1 U {2}

{7 nenN}

N

A

{(=1)"; n eN}

{reQ; 0<x <7}

Uloha 7. Uréete supremum, infimum, maximum a minimum mnozin

(a) My :={2; m,n €N}, () Ms := {n? —m? m,n € N},
(g) M7 :=1{0,5; 0,55; 0,555; ...},
(h) Mg := {5<*1)j 3k ke Z},

re <), () My = [ + i mom e ).



